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Rksum&Nous presentons une nouvelle mtthode modale permettant d’etendre le champ d’application de 
ce type de technique aux systemes complexes. L’idee de base repose sur le fait que les systemes complexes 
sent constitues d’une multitude de composants simples couples. Aussi, nous proposons de construire un 
modele modal reduit par sous-structuration. Deux methodes modulaires sont mises en oeuvre. Tout d’abord 
nous detaillons une methode de sous-structuration dynamique ou de synthese modale de type Galerkin 
moindres car& dont le but est de calculer les elements propres de I’optrateur de la chaleur detini dans le 
systeme global. Elle pet-met non seulement d’avoir une bonne approximation des fonctions propres globales 
en tout point mais aussi de controler la continuite du flux sur la frontitre de raccordement. Ensuite nous 
presentons une mithode de sous-structuration statique pour le calcul des champs glissants relatifs au 
systeme global. Enfin. nous prtcisons I’ecriture du modele d’evolution modal du systeme global. Une 
application concrete montre la pertinence des techniques proposees. Les mtthodes d&rites dans cet article 
supposent un contact thermique parfait entre les composants et une certaine forme de symetrie dans le 

decoupage du systtme complexe. Ces limitations seront levees prochainement. 

1. MOTIVATION 

LA COMPLEX& des systemes thermiques, like notam- 
ment a leur geometric (ensemble de pieces 
mecaniques), ou a leur Ctendue spatiale (enveloppe 
de batiment) necessite pour leur simulation on leur 
analyse des approximations. On pro&de gener- 
alement a une discretisation spatiale qui engendre un 
nombre de noeuds important. 

Pour connaitre le comportement thermique dans 
I’espace et dans le temps de tels systemes, des 
methodes d’approximation par elements finis ou des 
schemas aux differences finies sont utilises [l, 21. Ces 
methodes autorisent la prise en compte des non-line- 
aritts ainsi que des phenomenes transitoires fortement 
variables. Par contre, elles presentent l’inconvenient 
de necessiter des temps de calcul importants. Le 
nombre eleve de coefficients intervenant dans les 
calculs rend difficile I’analyse thermique du sysdme. 

Aussi, vu la demande croissante des ‘utilisateurs de 
modeles’ pour alleger les temps de simulation et pour 
faciliter l’analyse du comportement, des mtthodes 
permettant de rtduire la taille des modeles s’averent 
necessaire. 

Une premiere idee consiste a simplifier judici- 
eusement le maillage du systeme (reduire le nombre 
de noeuds) ; mais ce type de mtthode ne permet pas 
de controler la precision du modele obtenu. Elle est 
de plus limitee db que la geomttrie est ‘tortueuse’. 

Une autre approche dite mPthode des Pl&zents de 
fronti&e ne necessite qu’un maillage du contour du 
domaine; elle est fondee sur une formulation de type 
integrale de contour utilisant pour fonctions de pon- 
deration des fonctions de Green d&pendant de I’espace 
et du temps. Cette methode permet entre autres de 
diminuer d’une unite la dimension du probleme (3D 
en 2D, 2D en ID) [3]. Elle peut traiter des problemes 
de geometric complexe, mais ne met pas en evidence 
les parametres intrindques du systeme de facon a en 
faire une analyse a priori. 

Une autre demarche consiste a obtenir une rep- 
resentation du systeme dans un espace E different de 
l’espace d’origine. Dans E les parametres carac- 
teristiques du systeme sont intrindques (inde- 
pendance vis-ci-vis des sollicitations), ce qui pet-met 
d’en faire une analyse a priori. 

Cette approche correspond aux methodes de Ray- 
leigh-Ritz. Parmi ces methodes, une technique dhn- 
a/~w modale appliquee aux systemes thermiques a Cte 
developpee a 1’Ecole des Mines de Paris [4, 51. Dans 
ce cas, les parametres caracteristiques du systeme sont 
les elements propres de l’operateur spatial de la chal- 
eur (Z’), qui determine le comportement dynamique 
du systeme [6]. 

Chaque valeur propre de l’operateur Y, assimilable 
B une constante de temps, est associee a une fonction 
propre assimilable a un thermogramme Clementaire. 
Ces fonctions propres forment une base orthogonale 
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NOMENCLATURE 

B matrice de commande modale u sollicitation 
B operateur de conditions aux limites II fonctions definies SW H ’ (Cd) 

C capacite calorifique volumique V, cspace des fonctions definies comme la 
Fr matrice diagonale des valeurs propres de trace sur I- des fonctions de W 

couplage v; dual de V, 
9 matrice diagonale des valeurs propres I” fonction propre globale de 2’ 

globales V fonction propre locale de 9. dite de 
h coefficient d’echange transfert 
H ’ (Q) espace de Sobolev des fonctions definies W espace des fonctions definies sur H ’ (!A), 

sur R de carre sommable et dont les vtrifiant des conditions aux limites 
derivees sont tgalement de carre homogenes de premiere espece, s’il y en 
sommable a, sur 22 

K conductivite thermique 2” coefficient de decomposition du champ 
‘6 matrice de conductivite dynamique sur la base propre globale 
L’(Q) espace des fonctions de carre sommable 3T vecteur des Ctats d’excitation des modes 

definies sur R globaux 
Y operateur de la chaleur limit& au terme : valeur propre globale de 2’. 

conductif: KA( ) 
M matrice de capacite 
Nk dimension de la base des modes locaux Symbols grecs 

de transfert cl coefficient de decomposition d’une 
N, dimension de la base des modes locaux fonction propre globale sur les bases 

de couplage locales des fonctions propres de 
4 not-male exterieure i r, pour le couplage 

composant k A optrateur de Laplace 
P coefficient de decomposition d’une I- front&e de raccordement 

fonction propre globale sur les bases 1’ vecteur des coefficients de decomposition 
locales des fonctions propres de transfert d’un champ glissant global, sur la base 

P vecteur des coefficients de decomposition des modes de couplage locaux 
d’une fonction propre globale sur les i,r valeur propre locale de .F 
bases locales de transfert et de couplage A valeur propre locale de Y 

9 matrice des vecteurs propres globaux 4, $ fonctions test 
(fonctions propres globales) n domaine de R” 

S fonction propre locale de .F, dite de an frontiere exterieure du domaine R. 
couplage 

3 relevement harmonique de S sur R 
SP matrice des champs statiques globaux Indices 
Y operateur de raccordement i indice des Ciements propres globaux 
T champ de temperature solution du j indice de sollicitation 

probleme d’evolution global k indice de composant 
T” partie dynamique de la solution du I indice des elements propres locaux de 

probleme d’evolution global transfert 
Tg regime glissant de la solution du N dimension de l’espace engendre par les 

probleme d’evolution global fonctions globales 
t y regime glissant de la solution du 4 indice des elements propres locaux de 

probltme d’evolution local couplage. 

de I’espace E appelee base propre. La cle de la mtthode thermique d’evolution est la somme d’une rtponse 
modale est d’exprimer le champ des temperatures dynamique et d’un regime pseudo-statique. C’est la 
comme une combinaison des fonctions propres. Les separation glissant/dynamique d’usage courant en 
coefficients de cette decomposition, appeks Wats thermique. On montre que c’est le regime dynamique 
d’excitation des modes’ vtrifient alors une equation qui se decompose sur la base des fonctions propres. 
differentielle tres simple. La pratique est legerement La projection du champ sur une base de fonctions 
plus compliqute. En effet, la solution du probleme transforme le probleme continu uis-ri-uis de la variable 
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d’espace en un probleme discret. Les inconnues sont 
les etats d’excitation, en nombre fini, les fonctions 
propres continues &ant supposees c0nnues.t 

L’intertt d’une telle methode apparait lorsque I’on 
constate qu’un nombre tres reduit d’elements propres 
s&it a reconstituer la solution avec une bonne pre- 
cision. Le probleme consiste alors a stlectionner les 
modes dominants. Diverses methodes de reduction 
peuvent etre employees, telles que des methodes 
simples de troncature [9], des methodes de mesure 
de dominance [IO], des methodes d’agregation [I I] 
ou encore des methodes d’identification [I I]. 

Les avantages cvoques ci-dessus ont et& largement 
exploit& ces dernieres annees, que ce soit pour la 
simulation des evolutions temporelles [l3. 141, I’an- 
alyse de I’inertie thermique [15, 161, ou I’identification 
de processus Cnergetiques [ 17, 181.1 

Mais ces avantages ont un codt numerique que I’on 
ne peut absolument pas kiter: le passage de la base 
d’origine a la base propre. 

Ce changement de base se traduit en pratique par la 
diagonalisation de la matrice du probleme aux valeurs 
propres. Aussi dans le cas de systemes complexes, 
le traitement des matrices de grande taille par des 
mtthodes numeriques specifiques [l9, 201 affecte la 
precision numkique de la methode et se revele pena- 
lisant en temps calcul, ce qui est regrettable puisque 
seul un petit nombrc d’elements propres suffit a con- 
struire un modele reduit de bonne precision. 

Pour pallier a cet inconvenient, sachant qu’un 
systeme thermique complexe est en general constitd 
d’une multitude de composants simples couples, le 
calcul d’un modele reduit d’un systeme complexe peut 
etre envisage par une methode de sous-structuration. 

Pour cela, nous proposons une dtmarche qui est 
classique en mecanique des structures [?I] : 

l Apres avoir isole chaque composant de la struc- 
ture globale, on effectue une analyse modale de chacun 
d’entre eux.Q: Cette premiere &ape vise d’une part a 
construire pour chaque composant une base propre 
reduite (base propre locale), et d’autre part a calculer 
les champs statiques locaux relatifs aux sollicitations 
appliquees au niveau de chaque composant. 

l Les modeles locaux reduits sont ensuite raccordes 
en respectant les couplages physiques des composants 
correspondants. Par exemple deux composants peu- 
vent &tre lies par un contact thermique parfait. 

t La mithode modale consistant a obtenir les resultats 
par la superposition de solutions elementaires, ne peut en 
consequence s’appliquer qu’a des equations lineaires. Nean- 
moins des travaux recents ont introduit la notion de modes 
non-lineaires [7. 81. 

$ L’analyse modale a des applications dans de nombreux 
domaines tels que la mecanique des structures, l’elec- 
tromagnttisme 

§Dans certains cas les modtles de sous-systemes inac- 
cessibles au calcul car trop complexes peuvent Otre obtenus 
par voie exptrimentale (identification), ce qui est un avantage 
des mirthodes de synthese modale. 

l On obtient alors un modele sous forme modale 
du systeme global, qui peut a son tour 2tre reduit. II 
peut meme etre raccorde a un autre modele. On utilisc 
dans ce cas I’aspect recursif de la methode. 

La solution globale d’un probleme thermique s’ex- 
primant comme la somme d’unc partie dynamique et 
d’une partie statique. la demarche d&rite ci-dessus 
devra permettre d’obtenir ces deux regimes. 

Si I’approche par sous-structuration proposee ici 
convient a la fois a la determination de la solution 
dynamique et dc la solution pseudo-statique, les 
methodes de calcul retenues different quelque peu. 
Ainsi. dans le paragraphe 2 on prescntc une methode 
de synthese modale modulaire permettant le calcul des 
elements propres du systeme global. Cette methodc 
est actuellement limitee a I’etude de systemes pre- 
sentant une certaine for-me de symetrie par rapport a 
la frontiere de raccordement de ses composants. Le 
paragraphe 3 est consacre a la methode de sous-struc- 
turation retenue pour le calcul de la partie pseudo- 
statique du modele de comportement du systeme 
global. Dans le paragraphe 4 on precise I’ecriture du 
modele d’evolution. Enfin dans le paragraphe 5 un 
exemple d’application illustre la pertinence des 
methodes propokes. 

2. DESCRIPTION DE LA METHODE DE 
SYNTHESE MODALE 

L’idCe de la synthese modale consiste a fractionner 
la recherche des elements propres de I’operateur de 
la chaleur par sous-domaines. Les fonctions propres 
d’un systeme constitue de plusieurs composants sont 
alors elles-m&mes decomposees sur les bases propres 
de ses composants. 

Considerons un domaine R quelconque qu I’on 
decompose en deux sous-domaines R, et Rz stpares 
par une frontiere f (Fig. I). On suppose un contact 
thermique parfait entre les deux sous-domaines. On 
note 2’ I’operateur de la chaleur dtfini sur R. 

L’objectif de toute methode de synthtse modale est 
de calculer les elements propres de Y (valeurs propres 
z,, fonctions propres U-,), appeles dans la suite 
elements propres globaux, a partir notamment des 
elements propres du meme optrateur mais d&finis sur 
chaque sous-domaine Q, (valeurs propres locales I.,,, 
fonctions propres locales V,,). sachant : 

l d’une part, que les fonctions propres globales 

FIG. I. Domaine R sipare en deux sous-domaines. 
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verifient un probleme aux valeurs propres defini en 
tout point de R : 

VMER Y(v-i(M)) = :,C^L’,(M), (1) 

avec : Y = optrateur de transfert de la chaleur limit6 
au terme conductif soit: Y( .) = KA( .) oti K designe 
la conductivite dans R; C = capacite calorifique volu- 
mique. 

. d’autre part, qu’elles doivent respecter des con- 
ditions aux limites imposees sur la frontiere exterieure 
dR, de la forme : 

VMEdR 9(-f,(M)) = 0, (2) 

avec: B = operateur de condition limite sur la 
front&e exterieure, autoadjoint et defini par: 
Bit(.) = -KV(.)n+h(.). En faisant tendre le 
coefficient h vers 0 ou I’infini, on retrouve les con- 
ditions de flux impose ou de temperature imposee. 

. enfin qu’elles doivent respecter les conditions 
physiques dun contact thermique que nous sup- 
posons parfait entre les deux sous-domaines, c’est-a- 
dire la continuite en temperature et en flux sur la 
front&e de raccordement soit : 

VMEl- Y,,(M) = Y,(M), (3) 

VME~ -K,V(Y‘,,(M))*n, 

- K,V( Y’JM)) * nz = 0. (4) 

Si on recherche les fonctions propres globales 
comme une combinaison lineaire des fonctions pro- 
pres locales, les conditions (3) et/au (4) peuvent etre 
respectees. Par contre la trace sur I- des fonctions 
globales obtenues ne sera pas correcte. En effet les 
fonctions locales verifient des conditions aux limites 
homogenes: si la condition aux limites sur r est de 
type Dirichlet, les fonctions propres locales sont 
toutes nulles sur la front&e de raccordement, pour 
une condition de type Neuman ce sont les dtrivees 
normales des fonctions locales qui s’annulent sur 
r . . . Aussi les fonctions propres locales ne suffisent 
pas a elles seules pour reconstituer avec une bonne 
approximation les fonctions globales. On introduit 
done d’autres fonctions appelees fonctions de cou- 
plage. Elles sont determinees de facon a former une 
base de I’espace des fonctions definies et sommables 
sur la front&e r. 

Dans le cas des systemes multidimensionnels qui 
nous interessent exclusivement ici, les relations (3) et 
(4) sont des relations continues de I’espace, verifiees 
en tout point de r. Une transformation integrale de 
ces conditions de raccordement est done a envisager.t 

Ainsi, le respect rigoureux des conditions de rac- 

7 Dam le cas de systemes ‘pseudo- ID’ (c’est-a-dire tels 
que les couplages entre composants peuvent &tre consider& 
monodimensionnels), les conditions de raccordement sont 
des relations scalaires. La frontiere de raccordement est 
represent&e par un point. Darts ce cas la mtthode de synthtse 
modale mise en oeuvre respecte rigoureusement les con- 
ditions physiques de raccordement [23-251. 

cordement au sens classique est certainement illusoire. 
En toute generalite, il faut alors s’attendre a ce que la 
mtthode de synthese modale ne puisse pas generer 
des fonctions propres globales continues sur r. La 
methode a developper est alors dite ‘non-conforme’. 
La maitrise de ce type de methode est delicate. 

Or la continuite des fonctions globales peut Etre 
rigoureusement respect&e si les deux conditions 
suivantes sont verifiees : 

l Si on retient des conditions aux limites sur r de 
type Dirichlet. Dans ce cas, le respect de la continuite 
des fonctions globales ne peut etre assure que par les 
fonctions de couplage puisque les fonctions propres 
locales s’annulent sur r. 

l Si les fonctions de couplage sont telles que leur 
trace sur r soit identique quel que soit le sous-domaine 
consider& Cette condition est notamment verifiee si 
la decomposition du systeme global est symetrique 
par rapport a la frontiere de raccordement. Cette con- 
dition presuppose que les fonctions de couplage sont 
definies localement, independamment du systeme 
global. 

Dans la suite, nous respecterons les limitations 
decrites ci-dessus afin de montrer la faisabilite d’une 
technique de synthese modale applicable aux systemes 
thermiques multidimensionnels. Ces restrictions 
seront levees prochainement, ce travail etant actuel- 
lement en dkeloppement. 

Ainsi, apres avoir determine les bases locales, les 
methodes de synthese modale reviennent a calculer 
une approximation des coefficients de decomposition 
des fonctions globales sur ces bases. Pour cela des 
methodes de type Galerkin sont en general utilisees. 
Elle ne permettent pas de respecter la condition (4) a 
priori. La methode present&e ici pet-met d’imposer 
neanmoins cette condition de facon approximative et 
implicite. Avant de la detailler nous allons dtfinir les 
bases locales. 

2.1. Modes propres de transfert et de couplage 
2.1.1. Bases locales de transfert. Pour determiner 

les elements propres locaux de I’operateur Y defini 
sur chaque sous-domaine, il faut appliquer sur la fron- 
tiere de raccordement des sous-domaines une con- 
dition aux limites dont la nature peut ttre a priori 
choisie arbitrairement. Neanmoins, la mise en oeuvre 
d’une methode conforme suggtre de retenir une con- 
dition aux limites de type Dirichlet. On r&out done 
un probleme .classique de valeurs propres de l’opera- 
teur de Laplace [22]. Les bases propres locales que 
nous appelons desormais bases propres locales de 
transfert peuvent alors etre constituees en ne con- 
servant que les modes dominants tels que le com- 
portement dynamique du sous-domaine consideri: soit 
respect& (notamment au niveau de sa frontiire de 
raccordement) . 

Leur calcul se fait a partir du probleme aux valeurs 
propres local que I’on peut definir comme suit: 
Vk= 1.2: 
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v ME!& Pk( V,,(M)) = A& V,,(M), (5) 
VME(d!&-l-) Ba(V,,(M)) = 0, (6) 

VMEl- V,,(M) = 0. (7) 

Pour k = I ou 2, les fonctions propres locales de 
transfert forment une base orthogonale de I’espace 
W,. Elles sont de plus prolongees par zero dans RXmI,. 

2.1.2. Bases locales de couplage. Nous souhaitons 
determiner des fonctions de couplage telles que : 

l la base qu’elles engendrent presente des domi- 
nances ; 

l leur definition soit locale, independante de la 
structure globale. 

Aussi, nous definissons les fonctions de couplage 
comme les fonctions propres d’un operateur ‘local’ de 
raccordement .Fk tel que, pour chaque sous-domaine 
k: 

rk: vr + v; 

oti z& represente le prolongement harmonique (ou 
relevement harmonique) de u sur le sous-domaine 
R,. Ce relevement harmonique verifie les equations 
suivantes : 

VMER, U,(ti,) = 0, 

V ME (%-& -1-) SJB,(C,) = 0, 

VMsl- l& = u. 

Les fonctions propres (S,,) de cet operateur 
definies sur la front&e de raccordement. 

(9) 

sont 
Ces 

fonctions forment une base orthogonale de I’espace 
des fonctions definies et sommables sur I-. Par defi- 
nition elles sont solutions du probleme aux valeurs 
propres suivant : 

On construit alors les modes de couplage locaux 
notes s’ Ir,,, par relevement harmonique sur f& des 
fonctions propres S,, (cf. relations (9)). 

Notons que Y-ii est un peu pour la front&e de 
raccordement ce que 3’ est pour le domaine interne 
sachant que les fonctions propres de Tk verifient des 
conditions homogenes en tout point interne du 
domaine (fonctions harmoniques), alors que les 
fonctions propres de Y verifient des conditions aux 
limites homogenes sur r. 

Comme la base des modes de transfert, la base des 
modes de couplage peut &tre reduite. En pratique, on 
constate que peu de modes sont a prendre en compte 
pour obtenir une bonne precision. 

Ainsi d&finis, les modes de couplage locaux, de la 
m&me facon que les modes de transfert, sont deter- 
mines pour chaque composant saris aucune reference 
a la structure globale. C’est une des originalites de la 
mithode qui lui donne son caractere modulaire. 

Le choix que nous avons fait ici n’est pas le seul 
possible. D’autres types de fonctions de couplage 
peuvent itre consider&. On peut retenir comme 
fonctions de couplage des distributions ponctuelles 
sur les points du maillage de la frontiere de rac- 
cordement [21]. Ces fonctions dependent alors de la 
discretisation de r (ce qui peut etre penalisant pour 
des maillages fins) ; de plus elles forment une base qui 
ne presente pas de dominance evidente. 

On peut aussi prendre pour fonctions de couplage 
les fonctions propres d’un operateur de Poincare 
Steklov [26, 271. Cet operateur n’est pas defini locale- 
ment pour chaque sous-domaine, ses fonctions propres 
sont relevees harmoniquement sur 0. Cependant, bien 
que ces fonctions soient independantes de la discretisa- 
tion,.elles ne peuvent etre diterminees independamment 
de la structure globale. 

Aussi, apres s’ttre fixe le nombre de modes locaux 
de transfert (Nk) et le nombre des modes locaux de 
couplage (N,), la methode de synthbe modale con- 
siste a determiner une approximation des coefficients 
de decomposition permettant d’obtenir avec une 
bonne precision les elements propres globaux. 

2.2. Formulation de la methode 
La methode de synthese modale a mettre en oeuvre 

doit permettre le calcul des elements propres globaux 
en tenant compte au mieux des conditions physiques 
de raccordement, et du probleme aux valeurs propres 
global d&it par les relations (1) et (2). 

Elle consiste a rechercher les fonctions propres glo- 
bales sous la forme d’une double decomposition sur 
les bases de transfert et de couplage locales. Soit : 

V MER, V-;(M) = ; pl;,, V,,(M) 
I= / 

q= I 

ori V,, et .Q representent, respectivement, la I itme 
fonction propre locale de transfert et la q ieme fonc- 
tion propre locale de couplage telles que 

VMEl- V&(M) = 0, 

VMEI- &J,(M) = &Jr(M) = S,(M). 

On indicie par N les fonctions propres approchees 
de Y, N representant la dimension de I’espace en- 
gendre par ces fonctions (N = N, + N, + Nr). 

On peut montrer que la relation (I I) permettrait 
d’obtenir rigoureusement les fonctions propres glo- 
bales si les bases locales Ctaient infinies. 

Ainsi, rechercher une approximation des Yki se 
reduit a calculer une approximation des coefficients 
de decomposition sur les bases locales. Leur calcul 
doit tenir compte a la fois du probleme aux valeurs 
propres, et de la condition de continuite du flux sur 
r, verifies par les fonctions globales. 

Pour satisfaire ces conditions, la nouvelle methode 
de synthbe modale proposee dans cet article introduit 
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une fonctionnelle de flux qui penalise le saut de flux 
des Y ‘C sur I-. Elle s’apparente alors a une methode 
de Galerkin moindres car&. Cette approche permet 
de calculer une approximation des fonctions propres 
globales. en rtpartissant le residu I la fois a I’interieur 
du systeme et au niveau de la frontiere de rac- 
cordement. 

Une autre approche consiste a ne pas penaliser la 
discontinuite en flux sur la frontiere de raccordement. 
Dans ce cas, seul le probleme aux valeurs propres est 
pris en comptc. Les coefficients de decomposition sur 
les bases locales sont calcules par une methode de 
Galerkin classique. Cette methode donne de bons 
resultats. On constate neanmoins un saut de flux non 
nul au niveau de r, ce qui n’est pas surprenant 
puisqu’aucun controle du flux n’est effect&. 

Pour determiner les coefficients de decomposition, 
nous disposons des relations donnees par le problemc 
aux valeurs propres global detini par les equations 
(l)-(4). Ces dernieres sont difficilement exploitables 
dircctement car ponctuelles. Nous allons travailler a 
partir de leur formulation faible (variationnelle) de 
facon a eliminer la variable d’espace. 

Ainsi les relations (I) et (2) du probleme aux valeurs 
propres global, valables pour tout point intcrne de 
chaque sous-domaine de R sont equivalentes a : 

2 

4 s 
Kk V^/ -ki. V$ dM 

!.= I 4 

pour toute fonction arbitraire ti de I’espace H’(Q) 
verifiant sur S2 les conditions aux limites homogenes 
de premiere espece du probleme, s’il y en 0. 

Pour tenir compte de la condition de continuite en 
flux, nous introduisons dans la forme variationnelle 
du probleme aux valeurs propres global une fonction- 
nelle de flux afin d’obtenir un nouveau probleme aux 
valeurs propres a partir duquel nous allons rechercher 
une approximation des fonctions globales. 

Cette fonctionnelle de flux doit d’une part s’ex- 
primer a partir du saut de flux sur I- des fonctions 
globales et d’autre part respecter les proprietes de 
symetrie de la forme bilineaire associee a la forme 
variationnelle du probltme aux valeurs propres initial. 

Ainsi, on definit une fonctionnelle de flux de la 
forme : 

dans laquelle : 

(13) 

0 &u. S,) represente une forme integrale cor- 
respondant a la projection orthogonale du saut de flux 

au niveau de r de la fonction u sur la base des 
fonctions propres de I’operateur .Fa : 

0 Le terme )&,+2&l” est un artifice numtrique qui 
permet de prtciser en quel sens le saut de flux des 
fonctions calculees est petit. Le domaine de variation 
dc I’exposant /I est fixe par I’analyse de convergence. 

Minimiser la fonctionnelle f”‘( Y?,“, $I) revient done 
a controler la continuite du flux sur la frontitre de 
rdccordement. On admet done la possibilite d’avoir un 
terme de source ou de puits au niveau de la frontitre r. 

Le calcul des elements propres approches s’effectue 
en prenant pour fonctions de pond&ration les N, + Nz 
fonctions propres locales de transfert et les N, 
fonctions propres locales de couplage. Le choix de ces 
fonctions locales comme fonctions de ponderation est 
lie a leur propriete d’orthogonalite. 

Ainsi, la methode de synthese modale proposee con- 
siste a resoudre le probleme aux valeurs propres mis 
sous la forme variationnelle suivante : on cherche Y ‘t, 
-$ tels que pour toute fonction $ de I’espace engendre 
par les fonctions locales de couplage et de transfert 
intervenant dans la formule (1 I), on a 

ou AN est un coefficient de ponderation de la fonction- 
nelle de flux qui peut dependre de N. Ses valeurs 
(ou ordres de grandeur) sont fixees par I’analyse de 
convergence. Un choix convenable des coefficients p 
et AN permet de rendre la discontinuite du flux suffi- 
samment petite pour que son influence au niveau de 
la reconstitution des fonctions globales, et done de la 
reponse dynamique du systeme, soit negligeable. 

La resolution consiste en pratique, apt& avoir 
remplace les fonctions propres globales par leur 
expression dependant des fonctions propres locales, a 
calculer les coefficients de decomposition sur les bases 
locales. 

On obtieni alors un probleme aux valeurs propres 
sous la forme matricielle suivante : 

avec : 

P$‘l(pi) = &“[MNl(~iL (1% 

l [K,“] : matrice de conductivite symetrique dont les 
coefficients sont des formes integrales dependant des 
fonctions locales de transfert V,, et de couplage skq. 
Elle est de dimension (N x N) et dtfinie par : 
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[K;] = 

les termes Kf,, Ctant des sow-matrices dont les 
coefficients ont pour expression : 

(16) 

K,,z(m,l) = -A” F ljL,!,,+&!pl” 
p= I 

(17) 

x (IS/K, t$lr.df) (20) 

K/,,(p,p) = (~:,+~~~)-ANI~:,+)~~~lS+‘. (21) 

l [MN] : matrice de capacite symetrique definie par : 

[Ij representant la matrice identite. 
La diagonalisation du couple matriciel (m”‘], [KT]) 

permet d’obtenir une approximation des valeurs pro- 
pres globales de I’operateur de la chaleur. Les 
coefficients de decomposition sur les bases locales liv- 
rent les fonctions propres globales approchees de 
9. Comme les fonctions propres de transfert locales, 
les fonctions globales verifient certaines proprietes 
d’orthogonalite. Celles-ci sont issues des relations 
d’orthogonalite verifiees par les vecteurs propres 
pi du couple matriciel ([MN], [KT]) (relation (I 5)). 

2.3. Conoergence 
Une analyse de convergence de la methode a Cte 

dtveloppe dans [28]. On montre notamment que : 

f”(q”, v-,)+ I$-ql+ /I -/‘y--7’, 112 

oti x et 6 dependent de la dimension de I’espace et du 
comportement assymptotique de AN. La norme I] I] 
correspond a la norme lice a I’energie (norme de 
H’(Q)). On a done convergence des valeurs propres 
et des modes de transfert globaux ; de plus le saut de 
flux tend vers 0. 

La technique de synthcse modale presentee ici 
montre clairement comment toute methode de 
synthese modale transforme un probleme initial con- 
tinu en un autre discret. La discretisation est lite a la 
decomposition des modes globaux sur les bases 
propres locales. 

La base propre definie par les modes globaux 
approches peut etre reduite a son tour afin d’itre 
utilisee soit comme base locale pour une nouvelle 
&ape de synthese, soit pour construire un modtle 
d’evolution modal. 

3. DETERMINATION DES CHAMPS 

STATIQUES GLOBAUX 

Si la connaissance des elements propres de I’op- 
erateur qui caracterise le comportement dynamique 
d’un systtme permet d’en faire une premiere analyse, 
elle est insuffisante pour connaitre l’evolution tem- 
porelle du champ des temperatures, ou des flux. en 
fonction des sollicitations imposees au systkme. Pour 
cela il est necessaire de construire un modele d’evo- 
lution dans lequel le champ de temperature s’exprime 
en fonction des modes propres (modtle d’evolution 
modal). 

La separation glissant dynamique Cvoquee au para- 
graphe (1) autorise d’exprimer le champ de tem- 
perature sous la forme : 

T(M, I) = 7+(/v, t)+ F(M, 1). (23) . 

Lorsque les elements propres sont calcules par une 
mtthode de synthese modale (cas qui nous interesse 
exclusivement ici), le champ dynamique (T’(M. t)) 
s’exprime g partir de caractkistiques locales de chaque 
composant (fonctions propres de transfert et de 
couplage) au travers des fonctions propres globales. 
Aussi, il serait souhaitable que le champ glissant du 
systeme global (F’(M, f)) puisse egalement s’exprimer 
a partir des mimes fonctions locales de chaque com- 
posant (fonctions de transfert, de couplage, statiques). 

Pour simplifier le formalisme presente ici, on sup- 
pose que chaque composant k n’est soumis qu’a une 
seule sollicitation U,. 

On definit les champs glissants locaux I$ a partir 
des relations suivantes : 
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VMER, 6pI (fl(M. 1)) = 0, 
VME(an,-r, t;(M,t) = U,(M,f), 
VMEI- tj(M, 1) = 0. (24) 

Pour assurer la compatibilite des conditions aux 
limites portant sur les champs glissants locaux, on 
suppose que les sollicitations sent nulles en tout point 
d’un voisinage de aR n T. Des travaux seront de- 
veloppes pour lever cette restriction. 

Les champs glissants locaux tj et t$ sont prolong&s 
par 0 dans !& et Q,, respectivement. 11s scront notes 
dans la suite t,, avec j indice de la sollicitation (j = k 
pour la sollicitation appliquee sur X&, tk, = 0 si 
j#k). 

Chaque sollicitation locale (appliquee au niveau de 
chaque composant consider6 isole), doit etre prise en 
compte au niveau de la structure globale R. Aussi, 
le probleme consiste en la determination du champ 
statique global relatif a chaque sollicitation locale 
appliquee sur dQ,, k = I, 2. 

Pour cela nous disposons des equations verifiees 
par chaque champ glissant global T& relatif a une 
sollicitation j donnee. Soit, par exemple pour la sol- 
licitation appliquee sur dR, : 

VMeR,k = I,2 P’[Tf,(M.t)] = 0, 

VME(aR, -I-) BE, CM, [)I = U, CM, 0, 
vME(az-r) &?[Ty,,(M, t)] = 0. (25) 

Pour &tre entierement definis, les champs glissants 
globaux doivent verifier des conditions de trans- 
mission traduisant la continuite des Tf, et du flux sur 
la frontiere de raccordement, soit : 

VMer T?,(M) = T%,(M), (26) 

vhfEr -K,V(TY,(W)*n, 
-K2V(T%,(M))*nz = 0. (27) 

La difference entre le champ glissant global relatif 
a une sollicitation j et le champ glissant local relatif a 
cette m&me sollicitation permet d’obtenir un champ 
verifiant des conditions aux limites homogenes sur 
dR. II est done decomposable sur les bases locales de 
transfert et de couplage. Comme ce champ difference 
est Y-harmonique sur chaque sous-domaine, on peut 
montrer facilement que ses coefficients de decompo- 
sition sur les bases locales de transfert sont tous nuls. 

Si bien que I’on peut rechercher une approximation 
des champs glissants globaux sous la forme : 

Tli;F(M t) = 5 y,&,(M) + r$(M, t). (28) y= I 
II reste alors a determiner les yqj. 

Or, de la mtme facon que pour les fonctions propres 
globales, la trace sur r des champs glissants globaux 
est reconstituee de fait par les modes de couplage. 
Aussi, les coefficients yuj sont calcules uniquement a 
partir de la relation traduisant la continuite de flux. 

On determine done les coefficients inconnus a partir 

de la formulation variationnelle suivante : 

. I) dM = 0, (29) 

pour toute fonction $ de I’espace engendre par les 
fonctions de couplage S,, (1 < q < N,). 

En remplacant les champs glissants globaux par 
leur expression (28) dans la relation ci-dessus, on 
aboutit a une formulation matricielle de la forme : 

F&Y,) = w,,,. (30) 

On obtient ainsi une relation entre les coefficients y, 
et la sollicitation (I,, ce qui permet de calculer le champ 
statique global relatif a cette sollicitation. 

Ainsi mise en oeuvre, la methode proposee ici 
respecte les proprietes de modularitt (les champs sta- 
tiques globaux peuvent ttre calcules uniquement a 
partir de fonctions locales), ainsi que la continuite des 
champs statiques et au moins approximativement de 
leur flux sur la front&e de raccordement. Le rac- 
cordement des champs locaux se fait de facon intrin- 
seque (independance oh-his du maillage . . .) grace 
a l’utilisation des modes de couplage. La methode 
proposee ici est done tout a fait cohtrente avec la 
demarche present&e precedemment pour la con- 
struction des modes propres globaux. 

Ainsi, apres avoir calcule les champs statiques glo- 
baux correspondant a chaque sollicitation locale, le 
modele d’evolution modal peut etre construit. 

4. MODELE D’EVOLUTION MODAL 

Tout probltme d’evolution thermique est d&it par 
un systeme differentiel oh on retrouve I’equatipn 
de diffusion, la condition aux limites, et la condition 
initiale 

VMEQ,f>f, =WT(M, 0) = C$+f. 0, 

vh4Ean B(T(M, t)) = U(A4, t), 

VMER,f = t, T(M, to) = T,(M). (31) 

Le probleme d’evolution modal se deduit du 
systeme precedent en remplacant la fonction T(M, t) 
par une expression d&pendant des fonctions propres 
de Y et des champs glissants. 

Pour determiner I’equation modale, nous allons 
utiliser : 

l les relations verifiees par le champ dynamique 
global : 

VMER, t 2 to 

Y(Td(M, t)) = C$ (M, I) 

+cg(M,t), 

vkffan &?(Td(A4,t)) = 0, (32) 



l I’expression du champ dynamique en fonction 
des modes propres globaux calculCs par la nouvelle 
technique de synthise modale prCsentee pr& 
ctdemment (mkthode de Galerkin moindres car&) 
soit : 

probleme de refroidissement d’une pi&e mCcanique. 
La pi&e mttcanique est un arbre de boite de vitesse en 
acier. Elle est repr&entCe schbmatiquement sur la Fig. 
2 en gCom&rie axisymCtrique. 

l la continuitC du champ dynamique global au 
niveau de I- est assurke de fait g&e B la mCthode 
conforme mise en oeuvre pour le calcul des modes 
globaux. Par contre, nous avons vu que la prise en 
compte de la continuitC du flux pour le calcul de ces 
derniers est plus dklicate et fait intervenir une 
fonctionnelle de flux. Aussi. I’kcriture de I’tquation 
d’kvolution va nkcessiter, de mime, la prise en compte 
d’une fonctionnelle de flux kquivalente B celle ditfinie 
par la relation (13) dans la formulation variationnelle 
du systime diffkrentiel (32). 

La premiere &ape de la mkthode consiste i d& 
couper le systt!me global en composants. Le dbcoupage 
est a priori arbitraire, il est ntranmoins souhaitable 
que celui-ci s’effectue dans une zone de couplage faible 
(surface de raccordement rkduite). Pour traiter le 
problZme posC nous proposons un dCcoupage en 
deux composants comme indiqui: par la Fig. 2. 

Apt& avoir isolir chaque demi-arbre, nous avons 
calculC les matrices de conductivitk et de capacitk par 
une mCthode d’ClCments finis, en imposant une con- 
dition aux limites de type Dirichlet sur le contour dR 
de chacun d’eux. La discritisation spatiale que nous 
avons adopt&e comporte 346 tlCments (393 noeuds) 
pour le demi-arbre droit et 314 Clkments (365 noeuds), 
pour le demi-arbre gauche. 

L’tquation d’&olution modale est dkterminke g 
partir de la relation suivante : 

5.1. I. Modes de fransfert locaux. La diagonalisation 
du couple matriciel issu de I’approximation par 
kltments finis a CtC faite par une mkthode d’itbration 
par sous-espace. Nous avons ainsi calcult les cent 
premiers &+ments propres de chaque demi-arbre. 

(33) L’intCret des mCthodes modales est de pouvoir 
rCduire le nombre de modes saris trop altCrer la pr& 
cision. Les bases modales locales ont &tt? rtduites par 
une technique simple de troncature. Nous avons 
retenu ici les 25 premiers modes de chaque demi arbre, 
ce qui donne un rapport entre la dernitre constante 
de temps et la premitre de l’ordre de 1 /IO. 

pour toute fonction I,!I de I’espace engendrk par les 
fonctions locales de transfert et de couplage qui inter- 
viennent dans la relation (11). 

En remplaqant le champ dynamique par son 
expression en fonction des modes propres globaux, 
sachant que ces derniers se dkcomposent sur les bases 
locales, on peut montrer qu’en prenant comme fonc- 
tion de pondkration ces mtmes fonctions propres 
locales de transfert et de couplage, on aboutit a une 
formulation matricielle du type : 

L’allure du mode 6 du demi-arbre gauche est 
donnCe Fig. 3. 

L’tquation diffkrentielle v&rifiCe par les Ctats d’ex- 
citation est trb simple. De plus, la matrice [F:] etant 
diagonale, les Cquations d’ttat sont dkcouplkes. 

La technique modale permet done de passer d’un 
probltme continu, diffkrentiel en espace et en temps, g 
une simple tquation matricielle diffkrentielle en temps. 

L’intCgration de cette Cquation d’Ctat permet alors 
de calculer B tout instant I’&olution temporelle du 
champ de tempkrature du systtme global, g l’aide de 
relations du type : 

9 = [F]s’+ [B]ir. 

5.1.2. Modes de coup/age locaux. La discretisation 
de la relation (IO) aboutit g un systtme matriciel dont 
la dimension depend du nombre de noeuds sur la 

(34) 
frontitre de raccordement. Dans I’exemple p&sent& 
ici, la frontikre de raccordement de chaque demi-arbre 
est discrCtisCe en 10 tlCments. La diagonalisation du 
couple de matrices obtenu permet le calcul des 
klkments propres de couplage &,, et S,,. Le relkement 
harmonique des .S, se fait alors B partir de la relation 
(9) disc&i&e. Les fonctions de couplage cor- 
respondent ici g des fonctions de Bessel. 

T = [9]S + [S,] CJ. 

De la mEme faGon que les modes locaux de transfert, 
la base des modes de couplage peut etre rCduite. La 
dominance des modes est like g leur ordre. Pour avoir 
une bonne reconstitution des premiers modes 
globaux, on constate que seuls les premiers modes de 
couplage sont g prendre en compte. La rtduction des 
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5. APPLICATION: ETUDE D’UN ARBRE DE 
BOITE DE VITESSE 

5.1. Recherche des PlPments propres 
Pour montrer la faisabilitk de la technique de syn- 

these modale pr&,entte ici, nous proposons de I’ap- 
pliquer a la recherche de la solution dynamique d’un 

Les Clkments propres locaux de transfert et de 
couplage sont dtterminCs ?I partir des matrices 
&ments finis obtenues. 
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FIG. 2. Arbre de boite de vitesse. 

bases locales de couplage peut alors se faire par une 
methode de troncature de type Marschall. 

Pour chaque demi-arbre, now avons retenu les cinq 
premiers modes de couplage. 

Le mode de couplage 1 du demi-arbre gauche est 
reprtsenti Fig. 4. 

On constate que ce mode est tres localisi: au niveau 
de la frontiere de raccordement. Ceci est en pratique 
verifie pour tous les modes de couplage, ce qui laisse 
conjecturer que leur definition depend peu de la 
geometric exacte des sous-domaines. 

Aprb avoir calculit et rkduit les bases locales, on 
peut calculer les elements propres de I’operateur de la 
chaleur relatif a I’arbre complet. 

5.1.3. Elhents propres globam. Leur calcul se fait 
a partir des matrices de conductiviti: et de capacite du 
probleme aux valeurs propres dtfini par la relation 
(15). 

La dimension de ces matrices correspond $ la 
somme des dimensions des bases locales reduites (de 
transfert et de couplage). Soit 25 f25 + 5 = 55. 

Ce nombre peut &tre compare ii la dimension des 



Synthbse modale I659 

FIG. 3. Den%arbre gauche/alhxe du mode de transfert PI” 6. 

matrices du probleme aux valeurs propres relatif a 
I’arbre complet, obtenues directement a partir de 
I’approximation elements finis : 758. 

La comparaison de ces deux nombres montre d&s a 
present l’interet des methodes de sous-structuration. 

La methode de Galerkin moindres car& mise en 
oeuvre ici necessite de se fixer deux parametres (AN et 
/I) permettant de minimiser au mieux la fonctionnelle 
de flux tout en assurant une bonne reconstitution des 
elements propres globaux. 

Nous avons choisi apres plusieurs essais nu- 
meriques AN = IO et /I = 0. 

Dans ces conditions nous avons obtenu les resultats 
present& ci-dessous. 

Pour montrer la validite des resultats, nous les 
avons compares a une reference, correspondant a un 
calcul direct des elements propres a partir des matrices 
elements finis obtenues aprts la discretisation de I’en- 
semble de I’arbre. 

Vuleurs propres. Les 21 premieres constantes de 
temps (inverse des valeurs propres) sont donnees en 
secondes dans le Tableau (1). 

On constate un &cart tres faible (inferieur i 1%) 
entre les constantes de temps obtenues par synthese 
modale et la reference. Cet &cart est meme quasiment 
nul pour les quatre premieres valeurs. En fait les 
quatre premiers modes globaux sont localises unique- 
ment dans le demi-arbre droit ou le demi-arbre 
gauche. Les modes de couplage interviennent peu dans 

leur reconstitution. Si bien que les valeurs propres 
correspondantes sont tres proches des valeurs 
propres locales de transfert. 

Fonctions propres. Nous comparons ici I’allure d’un 
mode global de transfert approche par synthese 
modale avec celle du meme mode issu dune methode 
directe. Sa representation correspond a un thermo- 
gramme elementaire. Nous avons choisi un mode 
qui est localise a la fois dans chaque demi-arbre et 
dans la zone de couplage. Soit par exemple le mode 
8. 

L’allure du mode 8 obtenu par une methode directe, 
represent&e a partir de lignes isovaleurs est don&e 
Fig. 5. De meme, I’allure du mode 8 obtenu par syn- 
these modale est donnee Fig. 6. 

On constate un ICger biais au niveau de la zone de 
couplage. L’accord general entre les deux approches 
est neanmoins satisfaisant. 

5.2. Rhultats de simulation 
On s’inttresse ici a I’etude du refroidissement de 

I’arbre de boite de vitesse. On suppose une sollicitation 
echelon dont la valeur vaut 600°C a I’instant initial et 
0°C aux instants suivants. On s’intttresse a l’evolution 
temporelle de la temperature en deux points de l’arbre. 
Le premier point est situ& dans la zone de couplage 
(note PI sur la Fig. 2). Le second point est situ& au 
centre de la partie droite de I’arbre, (note P2 sur la 
Fig. 2). 

FIG. 4. Demi-arbre gauche/allure du ler mode de couplage. 
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Tableau 1. Constantes de temps en seconde de I’arbre complet 

Mode 01 Mode 02 Mode 03 Mode 04 Mode 05 Mode 06 Mode 07 

Synthese modale 
Reference 

Synthtse modale 
Reference 

Synthese modale 
Reference 

11.238 
Il.238 

Mode 08 
3,505 
3.531 

Mode I5 
2.396 
2,407 

7,528 6.824 5.662 4,334 3.818 
7,528 6,824 5,662 4.335 3,826 

Mode 09 
3,309 
3,329 

Mode IO 
3.07 
3.08 

Mode I I 
2.87 

2,869 

Mode I2 
2,734 
2.738 

Mode I3 
2,667 
2,675 

3,733 
3,747 

Mode I4 
2.523 
2.53 

Mode I6 Mode I7 Mode I8 Mode 19 Mode 20 Mode 21 
2.274 2.09 I ,95 1.839 I.694 1,664 
2.287 2,112 I ,95 1.85 1,701 1,614 

FIG. 5. Reference. Mode global 8. lsovaleur maximale A = I. &cart entre deux isovaleurs = 0.09. 

Le modele d’evolution obtenu par sous-struc- On constate une erreur importante (6%) dans les 
turation correspond a celui calcule dans le paragraphe premiers instants de la simulation, et un biais plus 
5.1. (modele reduit d’ordre 55). grand pour le point situe dans la zone de couplage. Les 

Tout d’abord nous considerons comme reference causes de ces &arts peuvent etre likes a la reduction du 
un modele d’evolution dont I’ordre est superieur a modele obtenu par sous-structuration (55 modes), ou 
celui obtenu par sous-structuration: soit un modele a I’approximation des modes globaux calcules par 
d’ordre 100 calculi: par une methode directe. synthbe modale. Pour expliciter ces causes nous pro- 

Sur la courbe Fig. 7 sont represendes d’une part posons de reduire le modele de reference precedent a 
I’evolution de la temperature en Pl et P2, simulie ses 55 premiers modes. Ainsi, dans ce cas les modeles 
par sous-structuration, d’autre part I’erreur de cette compares sont du mtme ordre. Sur la Fig. 8 sont 
evolution par rapport a la reference d’ordre 100. represent&es d’une part l’evolution de la temperature 

FIG. 6. Synthese Modale. Mode global 8. Isovaleur maximale A = I, &cart entre deux isovaleurs = 0.09. 
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lb 15 20 2j 36 35 4b 
Temps en seconde 

FIG. 7. Evolution de la temperature en deux points. Courbe erreur. Reference : 100 modes. 

en PI et P2, simulee par sous-structuration, d’autre 
part l’erreur de cette evolution par rapport d la 
rt?ference d’ordre 55. 

Si on s’interesse au point P2, on s’aperqoit Fig. 8 
que l’kcart obtenu dans les premiers instants de la 
simulation est bien moins important ( ,< I %) que celui 
constate Fig. 7. Ainsi, en P2 les resultats obtenus par 
sous-structuration sont equivalents i ceux obtenus 
par un modile reduit du meme ordre calcuk par une 
methode directe. 

Par contre pour le point Pl situC dans la zone de 
couplage, les icarts constates avec une reference de 
100 modes ou avec une reference de 55 modes sont 
quasiment du m&me ordre de grandeur (notamment 
pour t d 20 s). Ces erreurs sont likes 1 tine mauvaise 
approximation des modes propres dans la zone de 
couplage. On constate de plus que I’erreur maximale 
ne se produit pas d l’instant initial. Ceci peut s’ex- 
pliquer par le fait qu’g un instant donni seule une 
partie des modes propres est excitee, aussi f&cart 
est maximal a l’instant oti les modes excites sont les 
moins bien reconstituis. Ces risultats pourront etre 
amelioris en prenant une technique de reduction des 

bases de transfert locales mieux adaptie, autre que 
celle de Marschall retenue ici. 

6. PERSPECTIVES 

Nous avons montre dans cet article la faisabilite 
et I’interet des techniques de sous-structuration pour 
l’analyse et la simulation du comportement thermique 
de systemes complexes. Les techniques de sous- 
structuration prtsenttes ici seront generalist-es pour 
traiter des couplages a plusieurs niveaux en considerant 
des contacts thermiques parfaits ou non. Les per- 
formances de la methode peuvent etre amiliorees en 
selectionnant les modes locaux differemment. Pour 
cela il faut utiliser des critirres de dominance pertinents 
tlis-&is de la synthke modale. 

Des dtveloppements sont en tours pour lever les limi- 
tations lites d’une part i la symttrie du dtcoupage du 
systeme thermique en composants et d’autre part i la 
nature de la condition aux limites appiiquee sur la 
frontiire de raccordement (Dirichlet). 11s necessitent 
la mise en oeuvre d’une mkthode dite non-conforme 
permettant de minimiser a la fois le rtsidu en tout 

0 5 lb 1’5 io 2’5 3b 35 
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FIG. 8. Evolution de la temperature en deux points. Courbe erreur. Rkference : 55 modes. 
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point intcrne du systtme, le saut de flux et le saut de 
tempkrature sur la front&e de raccordement. 
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MODAL SYNTHESIS: A SUBSTRUCTURING METHOD FOR LINEAR THERMAL 
SYSTEMS MODELLING 

Abstract-This paper presents a new modal method for the modelling of complex thermal systems. This 
technique is based on the structural modularity of such systems. Thus. a substructuring approach is used 
to build a reduced modal model. First, we detail a dynamic substructuring method (also called modal 
synthesis). It aims to compute the eigenelements of the heat operator defined in the global system. In order 
to obtain these eigenelements we have developed a conforming least-square Galerkin method which 
controls the flux continuity on the interfaces between adjacent substructures. Then we present a static 
substructuring method to compute the pseudo-static term of the global solution. Finally, an example shows 
the relevance of the above approach. The methods described in this article assume a perfect thermal contact 
between components and a kind of symmetry in the complex the.rmal splitting. These restrictions of 

technical nature will be relaxed in a forthcoming paper. 


